Lezione sui limiti
Buongiorno a tutti e benvenuti a questo appuntamento dedicato alla matematica organizzato da eScuola nell’ambito del progetto eLearning.

Come avete potuto leggere dal sito questa è la prima di una serie di tre lezioni sui limiti che organizziamo.

Ecco in breve quello che andremo a capire in questa lezione e nelle prossime:

1) Che cos’è il limite? Lo scopo non è ancora quello di definire il limite (questo lo vedremo più avanti), bensì quello di capire cosa significa le scrittura: “limite per x che tende a f di x”

2) Intorno destro e intorno sinistro

3) Il calcolo del limite di una funzione (continua). Vedremo poi cosa significa continua

4) Le varie forme indeterminate: infinito meno infinito; infinito fratto infinito; zero per infinito e zero su zero

5) Lo studio di una funzione: dominio; trovare gli asintoti verticali e orizzontali; trovare le eventuali intersezioni con l’asintoto orizzontale; il segno della funzione e il disegno del grafico probabile (con dispense)

6) La definizione di limite

7) La funzione continua. Quando non è continua quali sono le sue discontinuità (I specie? II specie? III specie?)

8) I teoremi delle funzioni continue: il teorema di Bolzano-Weierstrass; teorema di esistenza degli zeri e applicazione di quest’ultimo per trovare le intersezioni con l’asse delle x di funzione del tipo: x^4 – 2x -3

In questa lezione analizzeremo i primi tre punti: 1) Cos’è un limite?; 2) Intorno destro e intorno sinistro; 3) Il calcolo del limite di una funzione (continua).

Che cos’è un limite?
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http://upload.wikimedia.org/math/3/1/1/31145769876bf2cee9e9b85a21109ba7.png
Per introdurre il concetto di limite pensiamo ad una tabella divisa in due colonne. Nella prima scriviamo:
(1+1/n)^n e nella seconda n

N è naturalmente un numero a nostra scelta.

Iniziamo a completare la colonna di n con un valore a nostra scelta: proviamo con 1. Nella colonna a lato avremo come risultato 1. Con 2 avremo come risultato 2,25. Mettiamo dieci: come risultato otterremo 2,59. Andiamo a mettere 100 e abbiamo 2,70. Con 1000 abbiamo 2,717, con 10.000 abbiamo 2,7181 eccetera.

Possiamo andare avanti all’infinito e il nostro valore nella prima colonna si avvicinerà a quello della costante di Nepero o numero di Eulero: e. Un numero irrazionale (e in particolare trascendente) che ha come approssimazione 2.71828.
Questo numero lo possiamo anche scrivere come:

limite per n che tende a infinito (e infatti noi nella nostra colonna delle enne potevamo andare avanti all’infinito) della funzione (1+1/n)^n = costante di Nepero.
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Il concetto è più immediato su un grafico cartesiano (vedi link mostrato in chat)
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Come vedete la funzione si avvicina sempre più alla costante di Nepero, ma non la tocca mai. Questo grafico è un po’ spartano (non guardate l’asse delle x), ma rende bene l’idea di che cosa significa limite. Il limite è quindi una tendenza. Con il limite noi sappiamo a che cosa tende una funzione (la y) quando la x tende a un numero.

Gli intorni. Intorno destro e intorno sinistro.
Per comodità di spiegazione prendiamo un grafico di una funzione di un’iperbole omografica generica che ha come asintoti: x = 4 e y = 3.
http://www.fmboschetto.it/images/Matematica/funzione_omografica.gif
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Come vedete ha l’asintoto verticale in corrispondenza di x = 4 e l’asintoto orizzontale in corrispondenza di y = 3.

Qui se avete ben capito il concetto di limite possiamo calcolarci il limite per x che tende a meno infinito, per x che tende a 4 e per x che tende a più infinito.

Prima di farlo, però, si vede subito che in quattro la funzione ha un comportamento “strano”, ovvero da una parte sale e dall’altra parte scende.


In corrispondenza di 4 (che è il valore che fa diventare zero il denominatore) noi distinguiamo gli intorni. Intorno destro e intorno sinistro.

L’intorno destro è indicato da un piccolo più in alto a destra di 4 e intorno sinistro è indicato da un piccolo meno in alto a destra di 4.

L’intorno cosa significa? Significa che noi partiamo, nel primo caso (quindi intorno destro) da poco dopo 4 (quindi 4,1) sull’asse delle x naturalmente, e ci avviciniamo a 4. Avvicinandoci a quattro vediamo che cosa combina la funzione (e quindi le ipsilon). Vediamo che più ci avviciniamo a 4 più la funzione cresce senza però mai toccare la retta 4. Diciamo quindi che:
il limite per x che tende a 4 + (quindi intorno destro) la funzione tende a più infinito.

Nel caso dell’intorno sinistro il procedimento è pressoché identico.

Partiamo dalla sinistra del 4 (quindi da un valore che sarà 3,9) e ci avviciniamo a 4. Nel contempo osserviamo che cosa fa la funzione. Essa tende a meno infinito.

In generale, quando c’è un asintoto verticale (e quindi quando abbiamo il valore che fa diventare zero il denominatore) dobbiamo sempre distinguere intorno destro e intorno sinistro.

Quando il limite per i due intorni dà meno infinito e più infinito (come in questo caso) possiamo generalizzare dicendo che:

il limite per x che tende a 4 della funzione è uguale a infinito.

Abbiamo leggermente abbandonato il discorso di prima. Ovvero come calcolare gli altri due limiti: per x che tende a meno infinito e per x che tende a più infinito.

Seguendo il ragionamento che abbiamo visto nel primo “capitolo” possiamo rispondere che? (lascia il tempo di riflettere agli studenti).

SOLUZIONI:

limite per x che tende a meno infinito della funzione è uguale a 3

limite per x che tende a più infinito della funzione è uguale a 3

Detto questo possiamo distinguere gli intorni che di questo tre. Il primo (quello per x che tende a meno infinito) sarà un tre MENO (in quanto la funzione si avvicina a 3 da sotto), il secondo (quello per x che tende a più infinito) sarà un tre PIU’ (in quanto la funzione si avvicina a 3 da sopra).

Per vedere se avete capito ecco due piccole esempi di limiti da calcolare (basandosi naturalmente sempre sui grafici)
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Calcola il limite per x che tende a 2 meno 

Calcola il limite per x che tende a 2 più

Calcola il limite per x che tende a 0 meno

Calcola il limite per x che tende a 0 più

Calcola il limite per x che tende a -1 meno

Calcola il limite per x che tende a -1 più

http://www.sergiofumich.com/mathblog/img/grafici/conica02.jpg
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Calcola il limite per x che tende a -2 meno

Calcola il limite per x che tende a -2 più

http://www.ittmazzotti.it/docenti/matematicaestiva2002/AudioLez4/grafasvert.gif
Il calcolo del limite di una funzione (continua)
Calcolare il limite di una funzione continua è molto semplice. Infatti basta “sostituire” il valore per cui tende la x al posto della x della funzione e si vede il risultato.

Ad esempio:

il limite per x che tende a 2 di 3x+1 è uguale a?
Sostituiamo il 2 al posto della x e otteniamo che il valore del limite è: 7 (3*2+1)

Il limite per x che tende a 0 di 2/x è uguale a?


Quando un limite ha come numeratore un numero e come denominatore lo zero tende a infinito. Ma a più o meno infinito?

Per questo occorre distinguere gli intorni. 

Sappiamo che 0 meno è un valore certamente negativo  in quanto si avvicina da sinistra a zero, mentre 0 più è un valore certamente positivo in quanto si avvicina da destra a zero. Per questo 

2/0 meno = - infinito perché sarebbe come dividere per un numero che tende a zero da sinistra (quindi -0,1 per esempio: valore positivo diviso valore negativo = valore negativo, indi meno infinito).

2/0 più sarà un valore positivo in quanto il numero tende a zero da destra (quindi +0,1 per esempio: valore positivo diviso valore positivo = valore positivo, indi più infinito).

Altri esempi di calcoli di limite sono:

lim per x che tende a 1 di x^7/8 – radice di x +3… Calcolate quanto viene

RISULTATO 3:

1 -1 +3

Naturalmente ricordatevi che questo procedimento vale soltanto per le funzione continue (o per rapporti o prodotti di funzioni continue). Tanto per intenderci questo procedimento non può essere adottato per le seguenti funzioni:

parte intera

parte decimale

segnante

La prima puntata finisce qui. Per ogni dubbio vi prego di mandarmi una mail e risponderò questo sera in quanto ora devo scappare!

Un saluto a tutti!
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